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Zusammenfassung

Das Skript gibt eine gedrigte Zusammenfassung meiner Vorlesung an der RWTH Aachen
im SS 2003. Verglichen mit vielen, auch neueren LeletErn wird versucht, alteapfe
abzuschneiden. Sie werden also keine Diskussion des Bohrschen Atom-Modells finden, die
Behandlung des Zeeman-Effekts ist auf datigste zusammengeaht, der Stark-Effekt

fehlt, etc.etc. Bitte weisen Sie eventuell Ihresferim Vordiplom darauf hin.



5.2.2 DasPauli-Prinzip

Gegen die einfache Fassung des Pauli-Prinzgymt€ man einwenden, dal’ auch im Zustand

S =1, S, = 0das erste Elektron, = +1/2 und das zweite Elektron, = —1/2 hat. Damit
haben dann beide Elektronen unterschiedliche Quantenzahlen. Aus Symraatieagdiifen

aber die verschiedenen Zastle mitS = 1 nicht zu unterschiedlichen Aussager/mfén. Um

die tiefere Formulierung des Pauli-Prinzips vorzubereiten, die diese Schwierigkeiten vermeidet,
stellen wir zurichst die Scludingergleichungdi das Helium auf,

( h? Zahe B Zahe ahe

_%(Al + Ag) — > U(r1,m2) = Wih(ri, m2) . (303)

™1 ) |7°1 - ?“2|
Hierin sindrq, r, die Koordinaten des ersten bzw. zweiten Elektrons AndA, die entspre-
chenden Laplace-Operatoren. Der letzte Term in der Klammer beschreibt die Wechselwirkung
der beiden Elektronen. Genau wie im Fall des Wasserstoffs aseing ein Produkt von ge-
trennten Funktionen der einzelnen Koordinate®, ¢ war, wird auch hier ein Produktansatz

Y(r1, 2) = Pi(r1)a(ry) (304)

gemacht. Der Indizes 1 und 2 bezeichnen hier jeweils einen Satz von Quantengahien
n,m,l. In (304) wurde aber wieder implizit eine Aussagjeei unbeobachtbare &3én ge-
macht: Das Elektron mit der Koordinaig hat die Quantenzahle,, das Elektron mit der
Koordinater, hat die QuantenzahleR,. Um dieses Dilemma zu vermeiden, muf3 eine Ver-
tauschung von Quantenzahlen und Koordinaten zugelassen werden. Diese ist auf zwei Arten
moglich

1

s = ﬁ (Y1 (r1)a(re) + a(r1)Pi(re))
1
Ya = 7 (Y1 (r1)a(ra) — a(r1)hi(r2)) (305)

Die IndizesS und A bedeuten symmetrisch bzw. antisymmetrischigdizh einer Vertauschung
der Koordinatem, r,, d.h. einer Vertauschung der beiden Elektronen. Die antisymmetrische
Losung hat zwei sehr interessante Eigenschaften

1 Yy=0 fur@, = Q,

2. ?,DAZO f.l:lr’l"lz’l"g .

Wenn man die Spins der Elektronen hinzunimmt, sind die Wellenfunktionen eine Produkt der
Orts- und der Spinwellenfunktion. Das Pauli-Prinzip kann nun so formuliert werden: In einem
System mit mehreren Elektronen muf3 die Gesamtwellenfunktion (das Produkt von Orts- und
Spinanteil) antisymmetrisch gegdrer einer Vertauschung von zwei Elektronen sein. Jetzt
mussen wir noch beweisen, daf3 die Spinwellenfunktiortf= 1 symmetrisch undui'S = 0
antisymmetrisch gegeivér Vertauschung ist. Dann muGrfS = 1 die Ortswellenfunktion
antisymmetrisch sein und verschwindet (siehe Eigenschaft 1), falls beide Elektronen im Zustand
@ = 1,0, 0sind, wAhrend diesdi’'S = 0 erlaubt ist, da hier die Ortswellenfunktion symmetrisch

ist.
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5.2.3 Anschauliche Bedeutung des Pauli-Prinzips

Nach den Ausihrungen im letzten Abschnitt verbietet das Pauli-Prinzip, daf’ zwei Elektronen
(Fermionen) sich im gleichen Zustand befinden. Damit wird sofort die ungeheure Vielfalt der
Chemie erldiit. Jedes Elektron, was zu einem lon hinzugéfvird, vegndert die chemischen
Eigenschaften grundlegend, da es in einen anderen Zustand eingebaut wird.

Wenn wir Ort und Impuls als Observable nehmen, verbietet das Pauli-Prinzip, dal3 zwei
Elektronen am gleichen Ort sind, oder den gleichen Impuls haben. Quantitativ wird das so
formuliert, daR der mittlere Abstand vovi Elektronen in einem Volumem® durchd = a/N'/3
gegeben ist. Damit ist aber wegen der Urastérelation ein Impuls

h 1/3
Pr = —=— =n,/"2h (306)
(d/2)
verkniipft, worin n,. die Anzahldichte der Elektronen ist. Wieder ist die Wahl vioader? in
dieser Art der Ableitung nicht zwingend. Fermi hat gezeigt, dal3 in jedem Volumenelement des
Phasenraums der G?e
a*4rpidp = h? (307)

genau zwei Elektronen Platz haben. Zwei Elektronen mit dem gleichen Impuls sind also unend-
lich weit voneinander entfernt. Aus (307) kann durch Integration der maximale und der mittlere
Impuls der Elektronen in einem Gas berechnet werden. Die numerischen Unterschiede zu (306)
sind unbedeutend. Der aus dem Fermi-Impuls 306) folgende Druck (sog. Pauli-Druck) eines
Elektronengases viel gBer als der Druck allein aufgrund der Unadierelation (Heisenberg-
Druck). Die Energien in einem solchen Fermi-Gas sind sehr grol3 verglichekimitman

nennt es auchentartet‘. Die quantitative Behandlung eakiviele Effekte der Moleldlphysik,
Kernphysik und Physik der kondensierten Materie.

Fur die s@tere Verwendung soll die zu (30Hrende Argumentation noch etwasaertért
werden. In der klassischen Physik kann die Zahl der Moden einer stehenden Welle in einem
Hohlraum abgedtilt werden. Diese Alailung erweitern wir auf MateriewellenuFstehende
Wellen in einer Dimension, z.B. in einem Abschnitt deangea auf derz-Kordinate gilt die
Bedingung

_2a

Ap = (308)
Ny
mitn, = 1,2, 3.... Flr hohe Werte vom,, gibt es daher
a
dng, = —dk, (309)
m

Zuseinde von Wellen deren Wellenzahl = 27/), zwischenk, und k, + dk, liegt. In drei
Dimension gibt es jedoch

3
AN = dngdn,dn, = —d3k (310)
873

Zustinde von Wellen in einem Volumeneleméht des Wellenzahlvektom. Der Faktor 8 im
Nenner tihrt daher, dal3 Ordnungszahien n,, n, positiv definit sind und wir daher nur einen
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Oktanten des Raumes der ganzen Zahlen betrachtéend Mit p = ik folgt schlief3lich beim
Ubergang zu Kugelkoordinaten des Impulses

3
_Ara®

dN = 5P dp . (311)

Jeder Zustand ist durch einen eindeutigen Satz von Quantenzahlen n, gekennzeichnet
und kann nach dem Pauli-Prinzip mit zwei Elektronen besetzt werden. Daher gilt schlief3lich

fur ein Gas von Elektronen

dn. _ 4w ,
dp P
Durch Integration gewinnt man Beziehungemn dén maximalen und mittleren Impuls mit Zah-
lenfaktoren, die sich geringfjig von der Abscatzung (306) unterscheiden.

(312)

Bevor wir im réichsten Abschnitt die Symmetrie der Spinansté untersuchen, soll noch
angemerkt werden, dal3 das Pauli-Prinzip im weiteren Verlauf der Quantenmechanik zum Spin-
Statistik-Theorem erweitert wurde: Die Gesamtwellenfunktion von Fermionen (Teilchen mit
Spin 1/2) ist antisymmetrisch gegdrer Vertauschung. Die Gesamtwellenfunktion von Boso-
nen (Teilchen mit Spin 0,1) ist symmetrisch gegeer Vertauschung.

5.2.4 Konstruktion der Wellenfunktionen

Die Zustinde| 1) und| |) der Elektronen mit, = +1/2 sind die Basisvektoren eines zweidi-
mensionalen komplexen Vekorrraumes. Sie dienen als Spin-Wellenfunktionen eines Elektrons
und erfillen die Gleichungen

1
St = ghlt)
s = R
S0 = —hl) (313)

2 _%2
S = R

Diese Vektoren &inen als Spaltenvektoren dargestellt werden:

M= (y)

1y = (?) . (314)

(Té’) (315)

die Wellenfunktion eines Elektrons mit = +1/2 (Spin auf).

Damit ist z.B. wie in (249)
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Um diese Beziehungen zu alen, muld der Operatdf, die Darstellung
1
S, = §ho'z (316)

haben, worinr, eine der drei Paulischen Spinmatrizen ist,

1 0
o, = (0 _1> ) (317)
Die beiden anderen lauten
0 1
Oy = (1 0) (318)
bzw.
0 —2
oy = (2 0 > . (319)
Damit wird
s =lppii =2 (Ll 0 (320)
4 xT i ¥4 4 0 1 ’

wie es sein mul3. Die Vektoren sind orthonormiert, Z:B| 1) = 1. Dies ERt sich sofort nach-
vollziehen, wenn man beachtet, dd®njugiert komplexe" Vekoren wiéf | als Zeilenvektoren
dargestellt werden.

Die Wellenfunktionen eines Systems aus zwei Elektronen sind die Produkte

[ DD DD, TOI, TDID (321)

Wir wahlen Linerarkombinationen, die symmetrisch bzw. antisymmetrisch gbgewvértau-
schung sind. Das sind

1
(I)A:ﬁ(|T>|J/>_|J/>|T>) (322)
sowie die drei Kombinationen
= [N
1
bs = E(|T>I¢>+|¢>|T>) (323)
= [Pl -
Durch Anwenden der Operatoren
Sz = Sz,l + 52,2 (324)
und
S? =81+ 8%+ 2(Sp1Sz,2 + Sy1Sy2 + 5:15:2) (325)

kann man nachrechnen zeigen, dasdie Drehimpulsquantenzahléh= 0 und S, = 0 hat,
wahrend die drei symmetrischendtingen zu6 = 1 undS, = 1,0, —1 gehdren. In (324) und

(325) bedeuten die unteren Indizes 1,2, dal? der jeweilige Operator auf den ersten bzw. zweiten
Term des Produkts von Zustden anzuwenden ist.
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Mit diesem Wissen kann man nun auch leicht eine Matrixdarstellung des Tripletts

1
DIty = 10
0
1 0
E(IT>I¢>+|¢>|T>) = (1) (326)
0
DI = 10
1
sowie der Operatoren
1 0 0
S,=h[0 0 0 (327)
0 0 -1
und
1 00
S?=2r210 1 0 (328)
0 0 1

gewinnen. Schliel3lich erhalten wir die nach dem Pauli-Prinzip erlaubten Wellenfunktionen
eines Systems von zwei Elektronen

Uy = 9Py
Uy = 9Ya®s, (329)

wobei die erste bSung zu Parahelium mi#t = 0 und die zweite bsung zum Orthohelium mit
S =1 gelort.

525 Dieniedrigsten Helium-Zustande

Ohne den Wechselwirkungsterm ist diedLing von (303)ui' das Parahelium sehr einfach. Die
raumliche Wellenfunktion ist die symmetrischedting aus (305), wobeuf'die Funktionen);
Wassserstoffisungen mitZ = 2 gewahlt werden. Die zugedtige Energie ist durch

1 1
W=—-4R,| -+ — 330
(o) (539
gegeben, also im Grundzustaiid = —108.8 eV. Das Leuchtelektron hat die EnergieR,,.

Der numerische Wert ist -54.4 eV, was in eklatantem Widerspruch zur gemessenen Energie
von —24.47 eV steht. Der Wechselwirkungsterm muf3 alsouc&sichtigt werden. Mit der
Abkirzungri, = |r; — r2| machen wir im Sinne der 8tlingstheorie den Ansatz

1 1
AW =ahe | — WU adVidVy = ahe | —d5sdVidVs (331)
12

12
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unter Verwendung der wasserstoffartigefunktionen der ungestten Gleichung. Dies ergibt
fur den Grundzustand des Paraheliums

h 16

AW = 704 ¢ /_62(P1+P2)d7-1d7-2 , (332)
16m%az J pio

worin diedr; die Volumenelementeéy;d cos O;dp; bedeuten. Zur Auswertung legen wir die

Achse eines Koordinatensystems in die RichtungwarDamit kann sofortibere,, ¢, cos ©,

integriert werden, was einen Faki®r? ergibt. Nun betrachten wir alle Konfigurationen mit

p1 > p2 und schreiben
1 1 1

p2 E\/l—qu—i—pQ
mit p = po/p1 Undq = cos ©,. Wenn man jetzt beachtet, da? die Legendre Polynéytg
nichts anderes sind als die Koeffizienten der Entwicklungivoy'1 — 2pg + p? nach Potenzen
von p ergibt die Integratioruber cos ©, wunderbarerweise einen weiteren Faktor 2, da alle
Integraleuber die Legendre Polynomerf/ > 0 verschwinden. Die Auswertung des Integrals

(333)

00 o1
/ / pLpse PP dp dp, (334)
p1=0 < p2=0

ist mit MAPLE sehr einfach und ergibt 5/256, also insgesamt 10/256, wenn wir auclalitke F~
p2 > p1 benicksichtigen. Die Zusammenfassung aller Faktoren ergibt daher

1
Wahe _ 5,5 (335)

AW = —
W 256a 4 4

Hiermit ist die berechnete Energie des Grundzustandes

5
Wis = ~Z°R, + 2R, . (336)

das sind -20.4 eV. Dieses Ergebnis hat immer noch einen Fehler von 10% und erst eine kom-
plizierte Rechnung in zweiter Ordnung depf&trigstheorie schafft Abhilfe. Eine Verbesserung

ist aber auch durch die Benutzung der Variationsrechnuogiioti. Man benutzt Wasserstoff-
Losungen mit einer Kernladungszafl und berechnet den Erwartungswert des Hamiltonope-
rators

2
- —h—(A1 n AQ) B 2ahic B 2ahc n ahc (337)
2m T T9 12
fur diese Funktionen. Das Resultat
W = +Z""2R, — 8Z'R, + ZZ’Ry (338)

kann leicht bewiesen werden, wenn man (337) in zwei Hamiltonoperatoren von Elektronen im
Coulombfeld einer Ladung’ und den Rest

(Z' = 2)ahc  (Z'—2)ahc  ahc
+ +

T o 12

(339)

zerlegt, der nun als 8tting aufgefal3t wird. Der Erwartungswert der ersten beiden Terme wird
bei Benutzung der Wellenfunktionen des ungesti Grundzustandes zu jewell8’(Z' —2) R,
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berechnet (MAPLE Routine auf der Web Seite) und damit ist (338) bewiesen.adimsten
Schritt wirdW nachZ’ abgeleitet. Das Minimum liegt béf’ = 27/16 alsoW = —77.45 eV
bzw. W5 = —23.05 eV. Dieses Ergebnis ist schon relativ genau.

Die Energien de2S-Niveaus von Ortho- und Parahelium ergeben sich-als6 eV +AW
mit

1
AW = ahe / —U5a¥sadVidVs (340)
12
Ersichtlich gilt
mit . 1
anc
J = 167r2/T_HR%,o(Tl)Rg,o(Tz)d‘Gde (342)
und
ahic 1
K= ]_671-2 /T—Rl,o(Tl)Rl,o(TQ)RQ,O(Tl)RQ,O(TQ)d‘/ld‘/Q s (343)
12

wobeiJ als Coulomb-Integral un&™ als Austausch-Integral bezeichnet wird. Gd#ninserem
Ansatz missen wir @ir die WellenfunktionenZ = 2 ansetzen. Die Auswertungliien wir

hier nicht durch. Beide Integrale sind positiv, d.h. der Zustahg}, liegt energetisch dhier

als der Zustand3S,. Der Energieunterschied ist eine Folge des Spins der Elektronen, hat aber
nichts mit einer Spin-Spin Wechselwirkung zu tun, sondern mit dem durch das Pauli-Prinzip
erzwungenen Unterschied in daurnlichen Anordnung der Elektronen. Numerisch ergibt sich

J =11.4eV, K = 1.19 eV, alsoAW = 2.4 eV. Diese Ergebnisse stimmen nur schlecht mit
dem experimentellen Werterbérein, z.B. betrjt der gemessene Energieunterschied zwischen
den Zustihden2!'S und 23S nur 0.8 eV. Der Ansatz, die AbstoRung zwischen den Elektronen
als Strung aufzufassen, ist also viel zu gtéb

Man kann zeigen, daf3 die Elektronen mit der Kreisfrequenrz K /1 ihre PHtze tauschen.
Dies mul} so sein, da auch die Unterscheidurguideéres und inneres Elektron unbeobachtbar
ist. Damit wird auch der Name Austausch-Energie atkl'In der Quantenfeldtheorie wird
bewiesen, dal} alle Wechselwirkungen, (also alle Potentiale) auf einen Austausch von Teilchen
zuntickgetihrt werden knnen.

5.3 DasPeriodensystem der Elemente

Die Elektronenkonfiguration der Atome mit > 2 wird nach dem Bohr-Sommerfeldschen
Aufbau-Prinzip analog zum Vorgehen beim Helium gewonnen. aghst wird die Kernla-
dungszahl um 1 edtit, das lon mit der Kernladung+ 1 hat die gleiche Konfiguration wie das

Atom mit der KernladungZ. Das hinzukommende Elektron wird in ein passendes Orbital, d.h.

in einen nach dem Pauli-Prinizp erlaubten Zustand eingebaut. Die Gesamtwellenfunktion des
Atoms istin erster l[dherung durch das antisymmetrische Produkt aller Wellenfunktionen gege-
ben (Slater-Determinante). Diese kann benutzt werden, um z.B. die Energie des Grundzustands
zu berechnen. Falls diese Rechnung die richtige lonisationsenergie ergibt, ist der Andat f~

Diese Probleme werden mit groRer Klarheit im Artikel von H. Baiber die Quantenmechanik der Ein- und
Zweielektronen Atome im alten Handbuch der Physik behandelt.
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Orbital desauRersten Elektrons basigjt. Es 813t sich leicht vorstellen, dald solche Rechnungen
fur groReZ sehr aufwendig werden. Die Konfiguration der Elektronen in einem Atom kann
man zum grofRen Teil aber auch mit Hilfe empirischer Regeln und anschaulicher Argumente
verstehen.

Das Helium hat die gif3te lonisationsenergie aller Elemente. Mit chemischen Reaktions-
energien &Rt es sich nicht ionisieren. Das Helium kann auch nicht durch Anlagern eines wei-
terene~ ein He -lon bilden, da dieses Elektron mit= 2 sehr weit vom Kern entfernt ist und
keine Kernladung mehr sieht. Daher ist das Helium chemisch inaktiv, es ist ein Edelgas.

Das Lithium mitZ = 3 baut das 3. Elektron in das Orbital= 2,/ = 0,m = 0 ein.
Allein auf Grund des Pauli-Prinzips sind auch andeYgerte noglich, aber nach unseren Er-
fahrungen liegen die Zustide mit = 0 energetisch am tiefsten. Die lonisationsenergie ist 5.4
eV, daraus folgtZ.; = 1.26. Jeder andere Wert vanwirde \0llig unverninftige Werte von
Z.¢ €rgeben. Um ein weiteres Elektron vom Li-lon abzutrennen, muf3 eine Energie von 76 eV
aufgewendet werden. Dieser Wert stimmt gut mit (3@6grein, wenn dorZ = 3 eingesetzt
wird. Diese grol3e Energie kann chemisch nie realisiert werden, das Lithium ist ein chemisch
aktives, einwertiges Atom.

Elektronen mit gleichen befinden sich in einer gemeinsamen Schale von Orbitalen. In die
Schale mitn = 2 lassen sich zwei Elektronen niit= 0 und 6 Elektronen mit = 1 einbauen.
Es sind die Elemente Li, Be und B, C, N, O, F, Ne. In der Tat beginnt nach dem Edelgas Neon,
eine neue Periode des Systems mit dem Alkaliatom Natrium. Die Perioden des Systems werden
daher mit den Schalen zu unterschiedlicherdentifiziert.

Symbol [ Anzahldere- Summe
s 0 2 2
P 1 6 8
d 2 10 18
f 3 14 32

Tabelle 5: Tabelle der Elektronenzahlen in den Unterschalen zu verschiedlenem

Tabelle 5 zeigt die Anzahl deraglichen Elektronenkonfigurationen in eidednterschale
und die Gesamtzahl der Elektronen in einer Schalenmit [ + 1. Tatsichlich findet man
im Periodensystem Perioden mit 2,8,18 und 32 Elementen. Es ist aber nicht so, dal} immer
erst allel-Schalen gefllt werden, bevor eine neuesbegonnen wird. Dies ist nuuf'kleine
7 die energetisch wistigste Konfiguration. Nach dem Edelgas Kryptah £ 36) mit den
geflillten Schalends, 4p beginnt nicht die Bllung der Schaleld, sondern das Alkalimetall
Rubidium ¢Z = 37) hat ein5s-Elektron alsauf3erstes Elektron. In der 6. Periode hat das
aul3erste Elektron des Elements (Alkalimetabkim mitZ = 55) n = 6. Beim Lanthan ¥ =
57) beginnt aber zumchst die Aufillung der weit innen liegendety Schale (mit zuatzlichen
Komplikationen). Chemisch bedeutet dies, dal3 die 14 sog. Erdalkali-Elemente chemisch sehr
ahnliche Eigenschaften haben, was ihre Entdeckung erschwerte.

Die Elektronenkonfiguration wird durch Aneinandangén von Symbolgruppen der Art
n(Buchstabe)? bezeichnet. Die Buchstabetp, d,.. geben den Wert vohund das hochge-
stellteq gibt an, wieviel Elektronen sich in der jeweiligétunterschale befinden. Ein Beispiel:

sLi: 2,1 —1s%2s . (344)
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Sehr nitzlich ist das ProgramrilashElements auf der Web-Seite der Vorlesung. Es gibt die
Anzahl der Elektronen in jeder-Schale an, und damit kann mit den Regeln der Tabelle 5 die
Elektronenkonfiguration bestimmt werden, z.B.,

aNb: 2,818,121 — 1% 252, 2p°: 352, 3p%, 3d%0; 452, 4p®, 4d*; 5s . (345)
Die Wechselwirkung der magnetischen Momente des Bahndrehimpulses isolier gis

die Spin-Bahn-Wechselwirkung (sog. Russel-Saunders-Kopplung). Daher koppeln die Bahn-
drehimpulse zu einem gesamten Drehimpuls

L=>IL (346)
und die Spins zu einem Gesamtspin

s=%5; . (347)
SchlieRlich gilt

J=L+S . (348)

Abgeschlossene Unterschalen, also Schalen,in die alle nach Tabelle 5 zu einem gegebenen Wert
von! erlaubten Elektronen eingebaut sindudgii L = 0 und S = 0. Aus dem Aufbauprinzip

folgt unmittelbard >, L, ; = 0und) . S, ; = 0, damit gilt aber noch nicht zwingend S = 0.

In Aufgabe 23 wurde jedoch verifiziert, dal3 abgeschlossene Unterschalen eine kugelsymmetri-
sche Dichteverteilung der Elektronen aufweisen. Dies ist nuf.f= 0 moglich. Zu dieser
beziglich der Ortskoordinaten symmetrischen Dichtverteilungogebine beaglich Vertau-

schung der Elektronen symmetrische Wellenfunktion. Daher muf3 die Spinwellenfunktion anti-
symmetrisch sein. l#"zwei Elektronen bedeutet dies zwingehe- 0, wie wir gesehen haben.

Diese Tatsache kann aber auch auf andereafidst mit einer geraden Anzahl von Elektronen
verallgemeinert werden.

Aus dem spektroskopischen Befundnkien die Werte vod, L, S des Grundzustands des
Atoms gewonnen werden. Damit kann man bestimmen, in welcher Reihenfolge die Werte von
m; und s; einer Unterschale aufgdft werden. Die empirisch bestimmten sog. Hundschen
Regeln lassen sich teilweise mit Hilfe des Pauli-Prinzips verstehen. Die Regeln werden durch
guantitative Berechnungen der Energie des Grundzustandedigpedtn einzelnen lauten die
Regeln

1. Zurachst wird der resultierende Spin maximal, d.h. es werdaglictist viele Elektronen
mit s, = +1/2 eingebaut.

2. Die nach dem Pauli-Prinzip (in seiner einfachen Version) erlaubten Werte yvarerden
so gewvahlt, daf3) ~. m; maximal wird. Dieser Wert bestimmt datn
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3. Die Spin-Bahn-Kopplung minimiert, solange die Unterschale bis zualfé aufgetillt
ist. Danach wird der jeweils gfitnogliche Wert vonJ realisiert. Als Beguhdung mag
die folgenddJberlegung dienen: Beim Wasserstoff haben wir gesehen, daR die Terme mit
dem Kleinstery energetisch am tiefsten liegen. Dies gilt aushWiterschalen mit nied-

riger Besetzung. Nun betrachten wir eine Unterschale, die bis auf ein fehlendes Elektron

gefillt ist. Dieses Loch in der vollen Schaleikrien wir als positive Ladung auffassen, so
daf3 sich das Vorzeichen der Energie in (255) umkehrtundhximiert wird.

Als Beispiel wird in Tabelle 6 di€p Schale konstruiert.

S m; |L| S | J |?*'L,; | Element

1/2 1 1|1/2|1/2 2P1/2 B

1/2,1/2 10 |1 1 0 3P, C

1/2,1/2,1/2 | 1,0,-1| O | 3/2 | 3/2 453/2 N
1/2,1/2,1/2 | 1,0,-1

-1/2 1 1] 1 2 3P, O
1/2,1/2,1/2 | 1,0,-1

-1/2,-1/2 1,0 1|1/2|3/2 2P3/2 F
1/2,1/2,1/2 | 1,0,-1

-1/2,-1/2,-1/2| 1,0,-1|{ 0 | O 0 LS, Ne

Tabelle 6: Elektronenkonfiguration und Drehimpulse 2})eSchale

Im Fall der Russel-Saunders Kopplung kann man die Feinstruktur aus dem Erwartungswert

von (255) berechnen, es gilt also

Wegen
J*=L"+S*+2LS (351)
erhalten wir b
AWps = 5(J(J +1) = L(L+1) = S(S+1)) (352)

mit b = a'h?. Dies ergibtAWrs = 0 fur L = 0 wie es ja nach Voraussetzung auch sein muf.
Auf der anderen Seite haben wir beim Wasserstoff gesehen, dalusuch §'eine Absenkung
der Energie stattfindet, was sich auf eine relativistische Korrektuickiifiren Bi3t. Aul3erdem
steht in (264) die Quantenzahlim Nenner und nicht im Zhler wie in (352). Die Aufspaltung
der P-Terme in (352) beagt3/2b. Beim Wasserstoff wurde diese Aufspaltungair,/2n?
berechnet. Daher kann man

p— Zanc” 353

=33 (353)

als grobe Abschitzung tir b in der heuristischen Formel (352) verwenden. Alle genaueren
Rechnungen werden sehr kompliziert.
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