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Zusammenfassung

Das Skript gibt eine gedr¨angte Zusammenfassung meiner Vorlesung an der RWTH Aachen
im SS 2003. Verglichen mit vielen, auch neueren Lehrb¨uchern wird versucht, alte Z¨opfe
abzuschneiden. Sie werden also keine Diskussion des Bohrschen Atom-Modells finden, die
Behandlung des Zeeman-Effekts ist auf das n¨otigste zusammengedr¨angt, der Stark-Effekt
fehlt, etc.etc. Bitte weisen Sie eventuell Ihre Pr¨ufer im Vordiplom darauf hin.



5.2.2 Das Pauli-Prinzip

Gegen die einfache Fassung des Pauli-Prinzips k¨onnte man einwenden, daß auch im Zustand
S = 1; Sz = 0 das erste Elektronsz = +1=2 und das zweite Elektronsz = �1=2 hat. Damit
haben dann beide Elektronen unterschiedliche Quantenzahlen. Aus Symmetriegr¨unden dürfen
aber die verschiedenen Zust¨ande mitS = 1 nicht zu unterschiedlichen Aussagen f¨uhren. Um
die tiefere Formulierung des Pauli-Prinzips vorzubereiten, die diese Schwierigkeiten vermeidet,
stellen wir zunächst die Schr¨odingergleichung f¨ur das Helium auf,
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Hierin sindr1; r2 die Koordinaten des ersten bzw. zweiten Elektrons und�1;�2 die entspre-
chenden Laplace-Operatoren. Der letzte Term in der Klammer beschreibt die Wechselwirkung
der beiden Elektronen. Genau wie im Fall des Wasserstoffs die L¨osung ein Produkt von ge-
trennten Funktionen der einzelnen Koordinatenr;�; � war, wird auch hier ein Produktansatz

 (r1; r2) =  1(r1) 2(r2) (304)

gemacht. Der Indizes 1 und 2 bezeichnen hier jeweils einen Satz von QuantenzahlenQi =

n;m; l. In (304) wurde aber wieder implizit eine Aussage ¨uber unbeobachtbare Gr¨oßen ge-
macht: Das Elektron mit der Koordinater1 hat die QuantenzahlenQ1, das Elektron mit der
Koordinater2 hat die QuantenzahlenQ2. Um dieses Dilemma zu vermeiden, muß eine Ver-
tauschung von Quantenzahlen und Koordinaten zugelassen werden. Diese ist auf zwei Arten
möglich
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( 1(r1) 2(r2)�  2(r1) 1(r2)) : (305)

Die IndizesS undA bedeuten symmetrisch bzw. antisymmetrisch bez¨uglich einer Vertauschung
der Koordinatenr1; r2, d.h. einer Vertauschung der beiden Elektronen. Die antisymmetrische
Lösung hat zwei sehr interessante Eigenschaften

1.  A = 0 fürQ1 = Q2

2.  A = 0 für r1 = r2 .

Wenn man die Spins der Elektronen hinzunimmt, sind die Wellenfunktionen eine Produkt der
Orts- und der Spinwellenfunktion. Das Pauli-Prinzip kann nun so formuliert werden: In einem
System mit mehreren Elektronen muß die Gesamtwellenfunktion (das Produkt von Orts- und
Spinanteil) antisymmetrisch gegen¨uber einer Vertauschung von zwei Elektronen sein. Jetzt
müssen wir noch beweisen, daß die Spinwellenfunktion f¨ur S = 1 symmetrisch und f¨ur S = 0

antisymmetrisch gegen¨uber Vertauschung ist. Dann muß f¨ur S = 1 die Ortswellenfunktion
antisymmetrisch sein und verschwindet (siehe Eigenschaft 1), falls beide Elektronen im Zustand
Q = 1; 0; 0 sind, während dies f¨urS = 0 erlaubt ist, da hier die Ortswellenfunktion symmetrisch
ist.
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5.2.3 Anschauliche Bedeutung des Pauli-Prinzips

Nach den Ausf¨uhrungen im letzten Abschnitt verbietet das Pauli-Prinzip, daß zwei Elektronen
(Fermionen) sich im gleichen Zustand befinden. Damit wird sofort die ungeheure Vielfalt der
Chemie erklärt. Jedes Elektron, was zu einem Ion hinzugef¨ugt wird, verändert die chemischen
Eigenschaften grundlegend, da es in einen anderen Zustand eingebaut wird.

Wenn wir Ort und Impuls als Observable nehmen, verbietet das Pauli-Prinzip, daß zwei
Elektronen am gleichen Ort sind, oder den gleichen Impuls haben. Quantitativ wird das so
formuliert, daß der mittlere Abstand vonN Elektronen in einem Volumena3 durchd = a=N1=3

gegeben ist. Damit ist aber wegen der Unsch¨arferelation ein Impuls

pF =
~

(d=2)
= n1=3

e
2~ (306)

verknüpft, worinne die Anzahldichte der Elektronen ist. Wieder ist die Wahl vonh oder~ in
dieser Art der Ableitung nicht zwingend. Fermi hat gezeigt, daß in jedem Volumenelement des
Phasenraums der Gr¨oße

a34�p2dp = h3 (307)

genau zwei Elektronen Platz haben. Zwei Elektronen mit dem gleichen Impuls sind also unend-
lich weit voneinander entfernt. Aus (307) kann durch Integration der maximale und der mittlere
Impuls der Elektronen in einem Gas berechnet werden. Die numerischen Unterschiede zu (306)
sind unbedeutend. Der aus dem Fermi-Impuls 306) folgende Druck (sog. Pauli-Druck) eines
Elektronengases viel gr¨oßer als der Druck allein aufgrund der Unsch¨arferelation (Heisenberg-
Druck). Die Energien in einem solchen Fermi-Gas sind sehr groß verglichen mitkT , man
nennt es auch

”
entartet“. Die quantitative Behandlung erkl¨art viele Effekte der Molek¨ulphysik,

Kernphysik und Physik der kondensierten Materie.

Für die spätere Verwendung soll die zu (307) f¨uhrende Argumentation noch etwas erl¨autert
werden. In der klassischen Physik kann die Zahl der Moden einer stehenden Welle in einem
Hohlraum abgez¨ahlt werden. Diese Abz¨ahlung erweitern wir auf Materiewellen. F¨ur stehende
Wellen in einer Dimension, z.B. in einem Abschnitt der L¨angea auf derx-Kordinate gilt die
Bedingung

�x =
2a

nx
(308)

mit nx = 1; 2; 3:::. Für hohe Werte vonnx gibt es daher

dnx =
a

�
dkx (309)

Zustände von Wellen deren Wellenzahlkx = 2�=�x zwischenkx undkx + dkx liegt. In drei
Dimension gibt es jedoch

dN = dnxdnydnz =
a3

8�3
d3k (310)

Zustände von Wellen in einem Volumenelementd3k des Wellenzahlvektorsk. Der Faktor 8 im
Nenner rührt daher, daß Ordnungszahlennx; ny; nz positiv definit sind und wir daher nur einen
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Oktanten des Raumes der ganzen Zahlen betrachten d¨urfen. Mit p = ~k folgt schließlich beim
Übergang zu Kugelkoordinaten des Impulses

dN =
4�a3

h3
p2dp : (311)

Jeder Zustand ist durch einen eindeutigen Satz von Quantenzahlennx; ny; nz gekennzeichnet
und kann nach dem Pauli-Prinzip mit zwei Elektronen besetzt werden. Daher gilt schließlich
für ein Gas von Elektronen

dne

dp
= 2

4�

h3
p2 : (312)

Durch Integration gewinnt man Beziehungen f¨ur den maximalen und mittleren Impuls mit Zah-
lenfaktoren, die sich geringf¨ugig von der Absch¨atzung (306) unterscheiden.

Bevor wir im nächsten Abschnitt die Symmetrie der Spinzust¨ande untersuchen, soll noch
angemerkt werden, daß das Pauli-Prinzip im weiteren Verlauf der Quantenmechanik zum Spin-
Statistik-Theorem erweitert wurde: Die Gesamtwellenfunktion von Fermionen (Teilchen mit
Spin 1/2) ist antisymmetrisch gegen¨uber Vertauschung. Die Gesamtwellenfunktion von Boso-
nen (Teilchen mit Spin 0,1) ist symmetrisch gegen¨uber Vertauschung.

5.2.4 Konstruktion der Wellenfunktionen

Die Zuständej "i und j #i der Elektronen mitsz = �1=2 sind die Basisvektoren eines zweidi-
mensionalen komplexen Vekorrraumes. Sie dienen als Spin-Wellenfunktionen eines Elektrons
und erfüllen die Gleichungen

Szj "i =
1

2
~j "i

S
2j "i =

3

4
~
2j "i

Szj #i = �
1

2
~j #i (313)

S
2j #i =

3

4
~
2j #i :

Diese Vektoren k¨onnen als Spaltenvektoren dargestellt werden:

j "i =

�
1

0

�

j #i =

�
0

1

�
: (314)

Damit ist z.B. wie in (249) �
 

0

�
(315)

die Wellenfunktion eines Elektrons mitsz = +1=2 (Spin auf).
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Um diese Beziehungen zu erf¨ullen, muß der OperatorSz die Darstellung

Sz =
1

2
~�z (316)

haben, worin�z eine der drei Paulischen Spinmatrizen ist,

�z =

�
1 0

0 �1

�
: (317)

Die beiden anderen lauten
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�
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�
(318)

bzw.
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wie es sein muß. Die Vektoren sind orthonormiert, z.B.h" j "i = 1. Dies läßt sich sofort nach-
vollziehen, wenn man beachtet, daß

”
konjugiert komplexe“ Vekoren wieh" j als Zeilenvektoren

dargestellt werden.

Die Wellenfunktionen eines Systems aus zwei Elektronen sind die Produkte

j "ij "i; j "ij #i; j #ij "i; j #ij #i : (321)

Wir wählen Linerarkombinationen, die symmetrisch bzw. antisymmetrisch gegen¨uber Vertau-
schung sind. Das sind

�A =
1
p
2

(j "ij #i � j #ij "i) (322)

sowie die drei Kombinationen

= j "ij "i

�S =
1
p
2

(j "ij #i+ j #ij "i) (323)

= j #ij #i :

Durch Anwenden der Operatoren
Sz = Sz;1 + Sz;2 (324)

und
S
2
= S

2
1 + S

2
2 + 2(Sx;1Sx;2 + Sy;1Sy;2 + Sz;1Sz;2) (325)

kann man nachrechnen zeigen, das�A die DrehimpulsquantenzahlenS = 0 undSz = 0 hat,
während die drei symmetrischen L¨osungen zuS = 1 undSz = 1; 0;�1 gehören. In (324) und
(325) bedeuten die unteren Indizes 1,2, daß der jeweilige Operator auf den ersten bzw. zweiten
Term des Produkts von Zust¨anden anzuwenden ist.
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Mit diesem Wissen kann man nun auch leicht eine Matrixdarstellung des Tripletts
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A (326)

j #ij #i =

0
@ 0

0

1

1
A

sowie der Operatoren
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0
@ 1 0 0

0 0 0

0 0 �1

1
A (327)

und

S
2
= 2~

2

0
@ 1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
A (328)

gewinnen. Schließlich erhalten wir die nach dem Pauli-Prinzip erlaubten Wellenfunktionen
eines Systems von zwei Elektronen

	A =  S�A

	A =  A�S ; (329)

wobei die erste L¨osung zu Parahelium mitS = 0 und die zweite L¨osung zum Orthohelium mit
S = 1 gehört.

5.2.5 Die niedrigsten Helium-Zustände

Ohne den Wechselwirkungsterm ist die L¨osung von (303) f¨ur das Parahelium sehr einfach. Die
räumliche Wellenfunktion ist die symmetrische L¨osung aus (305), wobei f¨ur die Funktionen i

Wassserstoffl¨osungen mitZ = 2 gewählt werden. Die zugeh¨orige Energie ist durch

W = �4Ry

�
1

n21
+

1

n22

�
(330)

gegeben, also im GrundzustandW = �108:8 eV. Das Leuchtelektron hat die Energie�4Ry.
Der numerische Wert ist -54.4 eV, was in eklatantem Widerspruch zur gemessenen Energie
von �24:47 eV steht. Der Wechselwirkungsterm muß also ber¨ucksichtigt werden. Mit der
Abkürzungr12 = jr1 � r2j machen wir im Sinne der St¨orungstheorie den Ansatz

�W = �~c

Z
1

r12
	
�

A
	AdV1dV2 = �~c

Z
1

r12
 �
S
 SdV1dV2 (331)
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unter Verwendung der wasserstoffartigen Funktionen der ungest¨orten Gleichung. Dies ergibt
für den Grundzustand des Paraheliums

�W =
�~c

16�2aZ

Z
16

�12
e�2(�1+�2)d�1d�2 ; (332)

worin died�i die Volumenelemented�id cos�id�i bedeuten. Zur Auswertung legen wir diez-
Achse eines Koordinatensystems in die Richtung vonr1. Damit kann sofort ¨uber�1; �2; cos�1

integriert werden, was einen Faktor8�2 ergibt. Nun betrachten wir alle Konfigurationen mit
�1 > �2 und schreiben

1

�12
=

1

�1

1p
1� 2pq + p2

(333)

mit p = �2=�1 und q = cos�2. Wenn man jetzt beachtet, daß die Legendre PolynomePl(q)

nichts anderes sind als die Koeffizienten der Entwicklung von1=
p
1� 2pq + p2 nach Potenzen

von p ergibt die Integration ¨uber cos�2 wunderbarerweise einen weiteren Faktor 2, da alle
Integraleüber die Legendre Polynome f¨ur l > 0 verschwinden. Die Auswertung des Integrals

Z
1

�1=0

Z
�1

�2=0

�1�
2
2e
�2(�1+�2)d�1d�2 (334)

ist mit MAPLE sehr einfach und ergibt 5/256, also insgesamt 10/256, wenn wir auch die F¨alle
�2 > �1 berücksichtigen. Die Zusammenfassung aller Faktoren ergibt daher

�W =
160�~c

256aZ
=

5

4
ZRy : (335)

Hiermit ist die berechnete Energie des Grundzustandes

W1S = �Z2Ry +
5

4
ZRy ; (336)

das sind -20.4 eV. Dieses Ergebnis hat immer noch einen Fehler von 10% und erst eine kom-
plizierte Rechnung in zweiter Ordnung der St¨orungstheorie schafft Abhilfe. Eine Verbesserung
ist aber auch durch die Benutzung der Variationsrechnung m¨oglich. Man benutzt Wasserstoff-
Lösungen mit einer KernladungszahlZ 0 und berechnet den Erwartungswert des Hamiltonope-
rators

H = �
~
2
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(�1 +�2)�

2�~c

r1
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r2
+
�~c

r12
(337)

für diese Funktionen. Das Resultat

W = +Z 02
2Ry � 8Z 0Ry +

5

4
Z 0Ry (338)

kann leicht bewiesen werden, wenn man (337) in zwei Hamiltonoperatoren von Elektronen im
Coulombfeld einer LadungZ 0 und den Rest

(Z 0 � 2)�~c

r1
+

(Z 0 � 2)�~c

r2
+
�~c

r12
(339)

zerlegt, der nun als St¨orung aufgefaßt wird. Der Erwartungswert der ersten beiden Terme wird
bei Benutzung der Wellenfunktionen des ungest¨orten Grundzustandes zu jeweils2Z 0

(Z 0�2)Ry
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berechnet (MAPLE Routine auf der Web Seite) und damit ist (338) bewiesen. Im n¨achsten
Schritt wirdW nachZ 0 abgeleitet. Das Minimum liegt beiZ 0

= 27=16 alsoW = �77:45 eV
bzw.W1S = �23:05 eV. Dieses Ergebnis ist schon relativ genau.

Die Energien der2S-Niveaus von Ortho- und Parahelium ergeben sich aus�13:6 eV +�W
mit

�W = �~c

Z
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r12
 �
S;A
 S;AdV1dV2 : (340)

Ersichtlich gilt
�W = J �K (341)

mit

J =
�~c
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und

K =
�~c

16�2

Z
1

r12
R1;0(r1)R1;0(r2)R2;0(r1)R2;0(r2)dV1dV2 ; (343)

wobeiJ als Coulomb-Integral undK als Austausch-Integral bezeichnet wird. Gem¨aß unserem
Ansatz müssen wir für die WellenfunktionenZ = 2 ansetzen. Die Auswertung f¨uhren wir
hier nicht durch. Beide Integrale sind positiv, d.h. der Zustand2

1S0 liegt energetisch h¨oher
als der Zustand23S1. Der Energieunterschied ist eine Folge des Spins der Elektronen, hat aber
nichts mit einer Spin-Spin Wechselwirkung zu tun, sondern mit dem durch das Pauli-Prinzip
erzwungenen Unterschied in der r¨aumlichen Anordnung der Elektronen. Numerisch ergibt sich
J = 11:4 eV,K = 1:19 eV, also�W = 2:4 eV. Diese Ergebnisse stimmen nur schlecht mit
dem experimentellen Werten ¨uberein, z.B. betr¨agt der gemessene Energieunterschied zwischen
den Zuständen21S und23S nur 0.8 eV. Der Ansatz, die Abstoßung zwischen den Elektronen
als Störung aufzufassen, ist also viel zu grob11.

Man kann zeigen, daß die Elektronen mit der Kreisfrequenz! = K=~ ihre Plätze tauschen.
Dies muß so sein, da auch die Unterscheidung in ¨außeres und inneres Elektron unbeobachtbar
ist. Damit wird auch der Name Austausch-Energie erkl¨art. In der Quantenfeldtheorie wird
bewiesen, daß alle Wechselwirkungen, (also alle Potentiale) auf einen Austausch von Teilchen
zurückgeführt werden k¨onnen.

5.3 Das Periodensystem der Elemente

Die Elektronenkonfiguration der Atome mitZ > 2 wird nach dem Bohr-Sommerfeldschen
Aufbau-Prinzip analog zum Vorgehen beim Helium gewonnen. Zun¨achst wird die Kernla-
dungszahl um 1 erh¨oht, das Ion mit der KernladungZ+1 hat die gleiche Konfiguration wie das
Atom mit der KernladungZ. Das hinzukommende Elektron wird in ein passendes Orbital, d.h.
in einen nach dem Pauli-Prinizp erlaubten Zustand eingebaut. Die Gesamtwellenfunktion des
Atoms ist in erster N¨aherung durch das antisymmetrische Produkt aller Wellenfunktionen gege-
ben (Slater-Determinante). Diese kann benutzt werden, um z.B. die Energie des Grundzustands
zu berechnen. Falls diese Rechnung die richtige Ionisationsenergie ergibt, ist der Ansatz f¨ur das

11Diese Probleme werden mit großer Klarheit im Artikel von H. Bethe ¨uber die Quantenmechanik der Ein- und
Zweielektronen Atome im alten Handbuch der Physik behandelt.
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Orbital desäußersten Elektrons best¨atigt. Es läßt sich leicht vorstellen, daß solche Rechnungen
für großeZ sehr aufwendig werden. Die Konfiguration der Elektronen in einem Atom kann
man zum großen Teil aber auch mit Hilfe empirischer Regeln und anschaulicher Argumente
verstehen.

Das Helium hat die gr¨oßte Ionisationsenergie aller Elemente. Mit chemischen Reaktions-
energien läßt es sich nicht ionisieren. Das Helium kann auch nicht durch Anlagern eines wei-
terene� ein He�-Ion bilden, da dieses Elektron mitn = 2 sehr weit vom Kern entfernt ist und
keine Kernladung mehr sieht. Daher ist das Helium chemisch inaktiv, es ist ein Edelgas.

Das Lithium mitZ = 3 baut das 3. Elektron in das Orbitaln = 2; l = 0; m = 0 ein.
Allein auf Grund des Pauli-Prinzips sind auch anderel-Werte möglich, aber nach unseren Er-
fahrungen liegen die Zust¨ande mitl = 0 energetisch am tiefsten. Die Ionisationsenergie ist 5.4
eV, daraus folgtZe� = 1:26. Jeder andere Wert vonn würde völlig unvernünftige Werte von
Ze� ergeben. Um ein weiteres Elektron vom Li-Ion abzutrennen, muß eine Energie von 76 eV
aufgewendet werden. Dieser Wert stimmt gut mit (336) ¨uberein, wenn dortZ = 3 eingesetzt
wird. Diese große Energie kann chemisch nie realisiert werden, das Lithium ist ein chemisch
aktives, einwertiges Atom.

Elektronen mit gleichenn befinden sich in einer gemeinsamen Schale von Orbitalen. In die
Schale mitn = 2 lassen sich zwei Elektronen mitl = 0 und 6 Elektronen mitl = 1 einbauen.
Es sind die Elemente Li, Be und B, C, N, O, F, Ne. In der Tat beginnt nach dem Edelgas Neon,
eine neue Periode des Systems mit dem Alkaliatom Natrium. Die Perioden des Systems werden
daher mit den Schalen zu unterschiedlichemn identifiziert.

Symbol l Anzahl dere� Summe
s 0 2 2
p 1 6 8
d 2 10 18
f 3 14 32

Tabelle 5: Tabelle der Elektronenzahlen in den Unterschalen zu verschiedeneml.

Tabelle 5 zeigt die Anzahl der m¨oglichen Elektronenkonfigurationen in einerl-Unterschale
und die Gesamtzahl der Elektronen in einer Schale mitn = l + 1. Tatsächlich findet man
im Periodensystem Perioden mit 2,8,18 und 32 Elementen. Es ist aber nicht so, daß immer
erst allel-Schalen gef¨ullt werden, bevor eine neuesn begonnen wird. Dies ist nur f¨ur kleine
Z die energetisch g¨unstigste Konfiguration. Nach dem Edelgas Krypton (Z = 36) mit den
gefüllten Schalen4s; 4p beginnt nicht die F¨ullung der Schale4d, sondern das Alkalimetall
Rubidium (Z = 37) hat ein5s-Elektron alsäußerstes Elektron. In der 6. Periode hat das
äußerste Elektron des Elements (Alkalimetall C¨asium mitZ = 55) n = 6. Beim Lanthan (Z =

57) beginnt aber zun¨achst die Auffüllung der weit innen liegenden4f Schale (mit zus¨atzlichen
Komplikationen). Chemisch bedeutet dies, daß die 14 sog. Erdalkali-Elemente chemisch sehr
ähnliche Eigenschaften haben, was ihre Entdeckung erschwerte.

Die Elektronenkonfiguration wird durch Aneinanderh¨angen von Symbolgruppen der Art
n(Buchstabe)q bezeichnet. Die Buchstabens; p; d; :: geben den Wert vonl und das hochge-
stellteq gibt an, wieviel Elektronen sich in der jeweiligenl-Unterschale befinden. Ein Beispiel:

3Li : 2; 1! 1s2; 2s : (344)
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Sehr nützlich ist das ProgrammFlashElements auf der Web-Seite der Vorlesung. Es gibt die
Anzahl der Elektronen in jedern-Schale an, und damit kann mit den Regeln der Tabelle 5 die
Elektronenkonfiguration bestimmt werden, z.B.,

41Nb : 2; 8; 18; 12; 1! 1s2; 2s2; 2p6; 3s2; 3p6; 3d10; 4s2; 4p6; 4d4; 5s : (345)

Die Wechselwirkung der magnetischen Momente des Bahndrehimpulses ist i.a. gr¨oßer als
die Spin-Bahn-Wechselwirkung (sog. Russel-Saunders-Kopplung). Daher koppeln die Bahn-
drehimpulse zu einem gesamten Drehimpuls

L =

X
Li (346)

und die Spins zu einem Gesamtspin

S =

X
Si : (347)

Schließlich gilt
J = L+ S : (348)

Abgeschlossene Unterschalen, also Schalen,in die alle nach Tabelle 5 zu einem gegebenen Wert
von l erlaubten Elektronen eingebaut sind, erf¨ullenL = 0 undS = 0. Aus dem Aufbauprinzip
folgt unmittelbar

P
i
Lz;i = 0 und

P
i
Sz;i = 0, damit gilt aber noch nicht zwingendL; S = 0.

In Aufgabe 23 wurde jedoch verifiziert, daß abgeschlossene Unterschalen eine kugelsymmetri-
sche Dichteverteilung der Elektronen aufweisen. Dies ist nur f¨ur L = 0 möglich. Zu dieser
bezüglich der Ortskoordinaten symmetrischen Dichtverteilung geh¨ort eine bez¨uglich Vertau-
schung der Elektronen symmetrische Wellenfunktion. Daher muß die Spinwellenfunktion anti-
symmetrisch sein. F¨ur zwei Elektronen bedeutet dies zwingendS = 0, wie wir gesehen haben.
Diese Tatsache kann aber auch auf andere Zust¨ande mit einer geraden Anzahl von Elektronen
verallgemeinert werden.

Aus dem spektroskopischen Befund k¨onnen die Werte vonJ; L; S des Grundzustands des
Atoms gewonnen werden. Damit kann man bestimmen, in welcher Reihenfolge die Werte von
mi und si einer Unterschale aufgef¨ullt werden. Die empirisch bestimmten sog. Hundschen
Regeln lassen sich teilweise mit Hilfe des Pauli-Prinzips verstehen. Die Regeln werden durch
quantitative Berechnungen der Energie des Grundzustandes best¨atigt. Im einzelnen lauten die
Regeln

1. Zunächst wird der resultierende Spin maximal, d.h. es werden m¨oglichst viele Elektronen
mit si = +1=2 eingebaut.

2. Die nach dem Pauli-Prinzip (in seiner einfachen Version) erlaubten Werte vonmi werden
so gewählt, daß

P
i
mi maximal wird. Dieser Wert bestimmt dannL,

L =

�����
X
i

mi

����� : (349)
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3. Die Spin-Bahn-Kopplung minimiertJ , solange die Unterschale bis zur H¨alfte aufgefüllt
ist. Danach wird der jeweils gr¨oßtmögliche Wert vonJ realisiert. Als Begr¨undung mag
die folgendeÜberlegung dienen: Beim Wasserstoff haben wir gesehen, daß die Terme mit
dem kleinstenj energetisch am tiefsten liegen. Dies gilt auch f¨ur Unterschalen mit nied-
riger Besetzung. Nun betrachten wir eine Unterschale, die bis auf ein fehlendes Elektron
gefüllt ist. Dieses Loch in der vollen Schale k¨onnen wir als positive Ladung auffassen, so
daß sich das Vorzeichen der Energie in (255) umkehrt undJ maximiert wird.

Als Beispiel wird in Tabelle 6 die2p Schale konstruiert.

si mi L S J 2S+1LJ Element
1/2 1 1 1/2 1/2 2P1=2 B

1/2,1/2 1,0 1 1 0 3P0 C
1/2,1/2,1/2 1,0,-1 0 3/2 3/2 4S3=2 N
1/2,1/2,1/2 1,0,-1

-1/2 1 1 1 2 3P2 O
1/2,1/2,1/2 1,0,-1
-1/2,-1/2 1,0 1 1/2 3/2 2P3=2 F

1/2,1/2,1/2 1,0,-1
-1/2,-1/2,-1/2 1,0,-1 0 0 0 1S0 Ne

Tabelle 6: Elektronenkonfiguration und Drehimpulse der2p-Schale

Im Fall der Russel-Saunders Kopplung kann man die Feinstruktur aus dem Erwartungswert
von (255) berechnen, es gilt also

�WFS = a0hLSi : (350)

Wegen
J
2
= L

2
+ S

2
+ 2LS (351)

erhalten wir

�WFS =
b

2
(J(J + 1)� L(L + 1)� S(S + 1)) (352)

mit b = a0~2. Dies ergibt�WFS = 0 für L = 0 wie es ja nach Voraussetzung auch sein muß.
Auf der anderen Seite haben wir beim Wasserstoff gesehen, daß auch f¨ur l = 0 eine Absenkung
der Energie stattfindet, was sich auf eine relativistische Korrektur zur¨uckführen läßt. Außerdem
steht in (264) die Quantenzahlj im Nenner und nicht im Z¨ahler wie in (352). Die Aufspaltung
derP -Terme in (352) betr¨agt3=2b. Beim Wasserstoff wurde diese Aufspaltung zu�2Ry=2n

3

berechnet. Daher kann man

b =
Z4
e��

2

3n3
(353)

als grobe Absch¨atzung für b in der heuristischen Formel (352) verwenden. Alle genaueren
Rechnungen werden sehr kompliziert.
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