Physik 1V (Atomphysik)
Vorlesung SS 2003

Prof. Ch. Berger

Zusammenfassung

Das Skript gibt eine gedrigte Zusammenfassung meiner Vorlesung an der RWTH Aachen
im SS 2003. Verglichen mit vielen, auch neueren LeletErn wird versucht, alteapfe
abzuschneiden. Sie werden also keine Diskussion des Bohrschen Atom-Modells finden, die
Behandlung des Zeeman-Effekts ist auf datigste zusammengeaht, der Stark-Effekt

fehlt, etc.etc. Bitte weisen Sie eventuell Ihresferim Vordiplom darauf hin.



3.2.4 Die Schrodingergleichung

Wir untersuchen nun die Wellengleichungr fdie Materiewellen eines nichtrelativistischen
Elektrons (oder anderen Teilchens), die von Erwin 8dimger (Nobelpreis 1933) gefunden
wurde. Zurchst werden freie Teilchen betrachtet. Die Welle seiuniiezeichnet. Die Wel-
lenlange ist durch die de Broglie Beziehungen (126) oder (127) festgelegt, die Frequenz wird
aber jetzt mit der nichrelativistischen kinetischen Energie ugokn”

W = Wi = ~— = hw . (151)

2m

Wie Ublich sind als Beschreibung einer auf deAchse nach rechts laufenden Welle die vier
Alternativen

Wo cos (kx — wt)  Ygsin (kx — wt)  thee*T=w  yethe=wh) (152)

mit L2
— hw (153)

2m

denkbar. Die gesuchte Differentialgleichung wird daéiee Differentiation nach der Zeit und
zwei nach dem Ort enthalten
ov 0>
— =0 .
ot 0x?
Damit scheiden die reellendsungen aus (!') und man kann eine, aber nicht beide komplexen
Losungen ausahlen. Wir wahlen

(154)

U = ghyerhr—et) (155)

Damit wird a = «//(2m) und die Schodinger-Gleichung lautetfein freies Teilchen in einer
Dimension

ov h? 0*w
Einsetzen der &Sung (155) gibt unter Verwendung von (127) und (151)
p2
WU =—V . (157)
2m
Die Schodinger-Gleichung kann also als Energiesatz in Operatorform
p2
oV = 2 1
aufgefal3t werden, wobei offenbar
0
Wop = Zh& (159)
und
2 2 62
Pxop = —H 92 (160)

anzusetzen ist.
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Eine Erweiterung auf drei Dimensionen ist nun ohne weitereglichi. Die Einheitsvekto-
ren inzx, y, z-Richtung werden mit, 5, k bezeichnet. Ausgehend von

g. 0. 0
V = (a_l‘z + a—yj + $k> (161)
gilt mit
0? 0? 0?
2 _B2A 32
Pop = —N°A I ( 927 + By + 822> (162)
fur die Schodinger-Gleichung in drei Dimensionen
ov h?
— =——AV . 1
1h 5 o (163)

Fir Teilchen in einenadiBeren Feld mit der potentiellen Enerjig,; (r, t) wird auch wieder

der Energiesatz

p2

W =—+ Wy (164)
2m
in die Operatorform
ov h?
h— =—AV ot U 165
’ ot 2m + Woo (165)
verwandelt. Die Kurzform der Scbdinger-Gleichung lautet nun
ov
'Lha = Hop\I] 5 (166)
worin der Hamilton-Operata#,,, durch
h2
Hop = —%A + VI/];)OAD (167)

definiert ist. Wir werden fast nur Probleme behandeln, in denen das Potential nicht von der Zeit
abhengt,W,.. = V (z,y, z). Mit dem Ansatz

U(r,t) = p(r)e" (168)
wird die zeitunabhigige Schodinger-Gleichung

h2
—%AT/)(%?J,Z) +V¢($7U7Z) = Ww(%i%z) (169)

abgeleitet, woriiil” jetzt eine Konstante ist (Erhaltungssatz der Energie).

Mathematisch ist die Scbdinger-Gleichung gerade keine Wellengleichung, sondern vom
Typ der Differentialgleichungeruf die Wérmeleitung. InUbereinstimmung mit den in Ab-
schnitt 3.2.3 entwickelten Prinzipien sind diedtingen komplexe Funktionen. In der klassi-
schen Physik benutzt man komplexes Rechnen nur als mathematischen Trick. In der Quan-
tenmechanik haben die komplex@aFunktionen eine wichtige physikalische Bedeutung. Sie
reprasentieren die Wahrscheinlichkeitgplitude, das Teilchen am Ont zu finden. Genauer:
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Volumeneleftvitzu finden, ist durch

dP = |U]2dV = U*¥dV (170)
a7



bestimmt. Daraus folgt die Normierungsbedingung
/ U'wdV =1 . (171)
v

Als erstes Beispiel betrachten wir die ebene Welle

_ L Wkz—wt)
) \/Ve : (172)
Die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen irgendwo auf defchse zu finden, ist ilUbereinstimmung
mit der Unsclarferelation €ir jeden Ort gleich grof3. Jetzt wird auch klar, daf3 in der Wahl des
Zusammenhangs von Frequenz und Energie eine Freiheit besteht. Mit demgiggrén Wahl
nach de BroglieV = Wy, + Wy = hf werden die losungen der Schdinger-Gleichung mit
einem Phasenfaktexp (:Wyt/h) multipliziert, der bei der Betragsbildung heraaitf”

Neben der in Abschnitt 3.2.3 entwickelten Rolle als Wahrscheinlichkeitsamplitude dienen
die U-Funktionen auch zum Berechnen der Erwartungswerte von Observablen. Nach der Wahr-
scheinlichkeitstheorie gilti'den Mittelwert der Ortskoordinate

(r) :/rdP:/r\IJ*\IldV , (173)
v v

was man auch als
(ry = / U*rWdV (174)
1%

schreiben kann. Es ist jedoch genau diese Foumgie man zeigen kann, daf3 sie zur Berech-
nung des Mittelwerts aller Observablen gilt,

(M) = / U* Mo, UdV . (175)
14
Der Unterschied wird wichtig, falld/ eine Ableitung entalt, also z.B.

(p) = /V U (—hV)TdV . (176)

Die statistische Interpretation der Quantenmechanik wurde auch von vielen bedeutenden Phy-
sikern (Einstein, Scloadinger) nicht ohne Widerspruch hingenommen. In der sog. Kausa-
litatsdebatte wird aberalfig tibertrieben. Diel Funktion verlalt sich als losung einer Dif-
ferentialgleichung genauso kausal wie alle entsprechende®e@rder klassischen Physik. Es

ist aber offenbar ein Naturgesetz, daf3 die Werte von Ort und Impuls nur im Grenzfall der klas-
sischen Physik einer Differentialgleichung folgen.

3.25 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Losungen der Schdingergleichungl = o exp (—:Wt/h) zu zeitunabhitgigen Potentialen
nennen wir Eigenfunktionen, da die zeitallgige Gleichung

a —1
HopW = 1 (™M) = W T (177)
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eine Eigenwertsgleichung ist. Dies gilt odich auch fir die zeitunabarigige Gleichung
Hopw - Ww . (178)

Der Erwartungswert der Energie ist gleich dem Eigenwert
(W = / U H,, UdV =W (179)
v

wie es auch sein mul3. Dig-Funktionen werden den erlaubten Zarsgfén des Systems zuge-
ordnet. Diese Zusatide sind Eigenzustide der Energie. Gleichzeitigkiien diel-Funktionen

aber auch noch Eigenfunktionen anderer Operatoren sein. Als einfachstes Beispiel betrachten
wir wieder die ebene Welle (172) eines Teilchens mit dem Impuls= hk als Losung der

freien Schodinger-Gleichung. Sie ist natich eine Eigenwertsisung zum Hamiltonoperator

mit dem EigenwerfV = p?/(2m). Gleichzeitig ist sie aber auch eine Eigenfunktion zum
Impulsoperator

0
Pzop = _Zha_l‘ (180)
mit
PaopV = REV . (181)
Der Impulsoperator hat den Erwartungswert
<px,op> =Pz = hk (182)

mit der (quadratischen) Streuung = (p, o, — hk)* = 0 da
/ U (pyop — BE)?U*dV =0 | (183)
.

ergibt. Eigenfunktionen haben alsscharfe* Erwartungswerte. Andererseits folgt aus der glei-
chen Rechnungif'den Ortsoperatdrr) = 0 mit unendlicher Streuung, wie es wieder nach der
Unsclarferelation sein muf3.

3

B

/

Abbildung 39: Polarkoordinaten und kartesische Koordinaten. Beachten Sie, dal3 im Text die
Symbole® und¢ zur Bezeichnung der Winkel verwendet werden.

Eine besonders wichtige Klasse von Eigenanden sind die Eigenzwasitde des Drehim-
pulsoperators. Der Bahndrehimpuls ist in der klassischen Mechanik durch das Vektorprodukt

L=rxp (184)
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definiert. In der Quantenmechanik wird diese Definition in die Operatorform

Lo, =710y X Dy (185)
mit den Komponenteh
0 0
0 0
0 0
L. = _— ==
: ih (xﬁy y@x)

Uibersetzt. Beintbergang von einem kartesischen zu einem Polarkoordinatensystem (Abb. 39)
gelten die Transformationen

r = rsin0©cos¢p
= rsinOsin¢ (187)
z = rcosO

und daher erhalten wir

L, = ih (sin d)% + cot O cos qﬁ%)

L, = h (— oS qﬁ% + cot O sin qﬁ%) (188)
0
L, = —h— .
2 zha¢
Zum Nachrechnen benutzt man Relationen der Art

OF _ OF0r [OF 0y OF0:
¢ Ox dp Oy 0p 0z 0¢
oF ) ) oF .
= - (-7 sin O sin @) + n (7 sin © cos ¢) (189)
oF oF

und hat damit schon den Beweis fZ, geflihrt. Zu den drei Operatoren des Drehimpulses las-

sen sich keine gemeinsamen Eigenfunktionen finden! Es gibt aber Funktionen, die gemeinsame
Eigenfunktionen zur quadratischen Fofth= L2 + L2 + L2, oder

o_ (L9 (el ), L O
Lr=—h (sin@a@ Sm@@@ +sin2@5¢2 (190)

4das op Subskript wird der Einfachheit halber weggelassen.
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\/ 395 sin? Oe

Tabelle 2: Tabelle der Kuge¢ithenfunktionen.

N NN P R O |~
N B O B o oS

und zul, sind. Das heif3t, in der Quantenmechantkikén nur das Quadrat des Betrags des
Drehimpulses und eine seiner Komponenten gleichzeitig scharfe Werte annehmen. Die zu-
gelorigen Eigenfunktionen sind die Kugelihenfunktionen’ (0, ¢). Sie sind definiert als

Vim(©,6) = (—1)™ \/ e 8; m; Po(cos ©)e™ (191)

worin die P, ,, die orthonormierten assoziierten Legendre Funktionen sind. Diese sind wieder-
um (mitz = cos ©) definiert als

Im|
Pu = (1= 2202 (192)

mit den diskreten Werteh= 0, 1, 2, ..., wobei zu jedeni die2/ + 1 Wertem = —[, -1 + 1, ..,1

vonm erlaubt sind. DieP,;(z) sind die Legendre Polynome, dierfl = 0,1, 2, 3 die Gestalt
1, z, (32%/2 — 1/2), (52*/2 — 3z/2) annehmen.

Y

Abbildung 40: Kreiselmodell des Drehimpulses in der Quantenmechanik.
Die Eigenwertsgleichungen lauten
LYy =1l +1)R*Y,, (193)
51



und
LY, m = mhY, , . (194)

In der Quantenmechanik kann also der Betrag des Bahndrehimpulses nur diskrete Werte

L=\Il(l+1)hr [=0,1,2,.. (195)
haben! Bei gegebenemgibt es fir ., die Einstellnoglichkeiten
L,=mh m=-l,-1l+1..1, (196)

wahrend die Komponenteh, und L, unbestimmt bleiben. Dies ist wiederum eine Folge der
Unsclharferelationen, da auch, und ¢ kanonisch konjugierte Variablen sind. Eine maximale
Streuung vor bedeutet, dalk, und L, unbestimmbar sind. Diese Zusammanbé kann man
sich am Modell des rotierenden Kreisels (Abb. 40) klar machen.

Die Tabelle 2 enthlt die Kugelflichenfunktionen big = 2. Sie kann mit Hilfe der auf
derwebsite der Vorlesung zu findenden MAPLE-Routine leicht nachgerechnet werden. Ebenso
erlaubt dieses Programm, die Normierung dieser Funktionen zu verifizieren. Die Normierungs-
bedingung ist als Spezialfall (= [, m' = m) in den Orthogonalétsrelationen

/Yi;k,mlyi,mdg = 5l’l5m’m (197)

enthalten. AulRerdem gegén die Kugelichenfunktionen den wichtigen Symmetriebeziehun-
gen
Lem = (=1)"Y)5, (198)
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4 Atombau und Spektrallinien |, das H-Atom

4.1 Linienspektren der Atome

Mit Hilfe von Spektralapparaten kann das Spektrum leuchtendepéd analysiert werden.

Zur Verwendung kommen Prismen und Gitter. Mit Gitterspektrographen kann eine sehr ho-
he Auflosung erzielt werden. Sie sind aul3erdem zur Analyse im ultravioletten und infraroten
Bereich geeignet. Bei einem Gitter mit beleuchteten Strichen und einer Beobachtung des
Spektrums in der Ordnung gilt (Physik III)

P 1
—=—. 199
A Nm (199)
Die Akzeptanz, d.h. der gleichzeitig beobachtbare Wedlegénbereich ist durch
AN = A (200)
m

bestimmt, also ist die Wahl eineraglichst hohen Ordnung nicht unbedingt zu empfehlemn. F~
sehr hohe Auisungen bei kleiner Akzepztanz werden Interferometer (Fabry-Pero) benutzt.

Feste Korper zeigen ein kontinuierliches Spektrum, leuchtende Gase dagegem gdds
Element verschiedenes Linienspektrum. In der Spektralanalyse macht man sich diese charak-
teristische Eigenschaft der Elemente zu Nutze. Da in Gasen der Abstand der einzelnen Atome
sehr grol3 ist, mul3 das Auftreten von Linien aus dem Aufbau der einzelnen Atorad enii-
den. Die natifliche ErkErung fir das Auftreten von Linien haben wir schon bei der Behandlung
der Rontgenstrahlung eingeifiit. Jedes Atom kann sich nur in ganz bestimmten angeregten
Zus@nden mit den Energiel,,,, IW,, befinden. Bein{Jbergang von einemdheren zu einem
niedrigeren Niveawf > n) wird Licht mit der Frequenz

W =W,
B h
erzeugt, da bei Vernaddsigung des iEkstoRBimpules das ausgestrahlte Photon die Energie

W., = hf = hw hat. Der Energiesatz gilt nadich auch in Absorption, experimentell wird dies
auf zwei Arten demonstriert bzw. nutzbar gemacht.

f (201)

a) Resonanzfluoreszenz. Das Licht einer Quelle durchquertiblie&Gas desselben Elements.
Die emittierten Photonendkinen absorbiert und re-emittiert werden. Das durchgehende Licht
wird also geschacht und das fluoreszierende Gas strahlt in alle Richtungen.

b) Absorptionsspektren. Licht aus einer Quelle mit kontinuierlichem Spektrum durchstrahlt
gasbrmige Materie. Dann werden die zu dem Material@&en Linien aus dem Dampf ab-
sorbiert. Da die Wahrscheinlichkeit der Emission in eine ganz bestimmte Richtung relativ ge-
ring ist, beobachtet man beim Aufblick auf die Quelle ein kontinuierliches Spektrum,dem ganz
bestimmte Linien fehlen. Die Beobachtung der Absorptionsspektren diente zuaAufglder
chemischen Beschaffenheit der Sternatmasph (Frauenhofer-Spektren).

Im Franck-Hertz- Versuch wird demonstriert, dal3 die die diskreten Energiemleseines
Atoms auch durch Elektronenstol? angeregt werdemeil, d.h. dafl? die Zustde unabérigig
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von der Absorption bzw. Emission von Photonen existieren. In einer Elektromen{Abb. 41)

wird die Abhéngigkeit des Stromes von der Anodenspanniinggemessen. Die étire ist mit
Quecksilberdampf geringen Druckes (100 PajuiefDie Kennlinie zeigt nun charakteristische
Maxima, deren Abstand hier 4.9 V bagit. Die Interpretation ist klar. Elektronewikien bei

ihrem Weg durch das Gas ihre Energie teilweise (Teilchen 1) oder ganz (Teilchen 2) auf Gasato-
me ubertragen. Elektronen mit kinetischen Energien, die kleiner sind alsidi@udécksilber
charakteristische Anregungsenergie¢ = 4.9 eV werden elastisch gestreatndern also nur

ihre Richtung und &hnen im elektrischen Feld weiter Energie aufnehmen (Teilchen 1). Beim
Erreichen undJberschreiten der Resonanzenerdiegeben sie ihre Energie an das Quecksil-
beratom ab. Der Strom sinkt ab, da die Elektronen geringer Energie nicht die Anode erreichen
konnen, sondern von dem Gitter (mit dem Potential 0.5 V) abgesaugt werden (Teilchen 2). Bei
genigender Spannung der Anode wiederholt sich dieser Vorgang mehrmals. Mit verbesserten
Methoden gelang es, auch mehr als eine Anregungsstufe nachzuweisen.

Ly =i

b

ol LRl RO ]

Abbildung 41: Versuch von Franck und Hertz zum Nachweis der diskreten Anregungsstufenim
Elektronenstol3.

Das Spektrum des Wasserstoffs. Das Spektrum des Wasserstoffs ist besonders interessant,
weil Wasserstoff das einfachste Atom ist. Balmer erkannte 1885, daf3 es im Spektrum Linien
gibt, deren Wellerdinge der empirisch gefundenen Formel

2
m?2 —4

folgen, worin B eine Konstante istf = 364.56 nm) undm die Werte3, 4... durchbuft. Die
Erklarung ist die folgende: Im Wasserstoff gibt es Anregungsanuas™

A=DB

(202)

-R
W, = n;’ (203)
also werden Photonen der Frequenz
f= M (204)



mit n = 2 undm = 3,4,... fur die Balmer Serie ausgestrahlt. Auch die Seriemzg 1
(Lyman),n = 3 (Paschen) und = 4 (Bracket) wurden experimentell verifiziert. Die Fest-
legung eines negativen Vorzeichens in (203) entspricht der Konvention, Binduragsteishit
negativen Energien zu charakterisieren. Gleichzeitig wird die Balmersche Konstalitekt
auf (145) zuuckgetihrt.

Es liegt nahe, die Anregungszastie eines Atoms mit den Zasitden der Elektronenhé,
beim Wasserstoff also mit denaglichen Zustihden des Elektrons zu verkpfén. Auch bei
den anderen Elementen erwarten wir, daf3 die Spektren durch die aracteterny gebundenen
aul3eren Elektronen bzw. dasfRerste Elektron (Leuchtelektron) dominiert werden.

In der klassischen Physik werden die Schwingungen ausgedehmeerdurch dieJber-
lagerung von Wellen interpretiert.uFdiese Schwingungen sind nur ganz bestimmte Frequen-
zen erlaubt, die bei dreidimensionalen Problemen durch 3 Quantenzahlen charakterisiert wer-
den. Wenn man diese ldeen auf die Materiewelle des Leuchtelekibmrsagt, wird wegen
des Zusammenhangs von Frequenz und Energie dieser Wellen sofort klar, daf3 die energetisch
erlaubten Zustiide eines Atoms durch 3 Quantenzahlen — wir nennem sie» — beschrieben
werden. Jede weitergehende anschauliche Diskussion von stehenden Materiewellen (z.B. Wel-
len auf Kreisbahn)uhrt aber zu falschen Folgerungen und sollte nicht benutzt werden. Das
liegt auch daran, daf3 die Scoldiingergleichung keine Wellengleichung ist.

4.2 DasElektron im Coulombfeld

Wir suchen nun nachdsungen der zeitunabhgigen Sclodinger-Gleichung (169)f ein Teil-
chen in einem Kraftfeld mit einer potentiellen Energiér).

Der Laplace-Operator hat in Polarkoordinaten die Form

10 (,0 1 o (. 0 1 0?
A= 2 0r (T E) * 72 sin © 0O (sm@%> - r?sin? © 9¢? (205)
und deshalb gilt
10 (,0\ L
Daher machen wir den Produktansatzr, ©, ) = R(r)Y;,.(0, ¢), der zur Differentialglei-
chung
-n*19 (,0 I(I+1)R*]

fuhrt. Den Terml(;l—lr)f2 nennt man Zentrifugalbarriere. Er taucht irgendwieiraschend auf,

ist aber wtig, da die Energié&l” auf der rechten Seite auch Anteile eaithdie mit der Kinematik
der Kreisbewegung verkipft sind. Klassisch gilt

(208)

5In diesem Abschnitt bezeichnet die Elektronenmasse, die Quantenzahl der Komponkntdes Drehim-
pulses und eine eine laufende Hauptquantenzahl. Dies sollte nicht zu Miasdeissendhern, da der Kontext
jeweils Wllig unterschiedlich ist.
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Daher &llt der Zentrifugalterm weg, wenn man auf der rechten Seite die Enerdig ia
Wgann + W (r) zerlegt. Mit dem Ansatz

R(r) = ") (209)

ist nur noch die relativ einfach aussehende Differentialgleichung

Tu (2—W°(W—V)—l(l+1)>u:o (210)

dr? h2c? 72
zu lésen. Diese Gleichung hat aber nur éas Coulombpotential

—aheZ
r

V= (211)

und das Oszillatorpotenti&l = kr?2/2 analytische bsungef. Fir alle anderen Potentiale muRd

sie numerisch integriert werden, was aber heute kein Problem mehr darstellt. Die analytischen
Losungen i das Coulomb-Potential sehen ziemlich kompliziert aus. Wie immer, ist es sinn-
voll mit einer dimensionslosen Variablen anstelle vonu arbeiten. Die geeignete Skala in
einem Atom ist der verallgemeinerte Bohrsche Radiyis= az/Z in einem Coulombfeld der
KernladungZ. Mit der Definition

p= é (212)
lauten die losungendif R(r) mit
N - (é)‘”’” @13
nun »
R, =N (22235 (; l+_z)!1)!) e " PP (2p/n) (214)

Hierin werden mitL?(p) die sog. assoziierten Laguerre-Polynome bezeichnet, die tabelliert sind
oder z.B. in MAPLE mit dem Befehéxpand(LaguerreLg, p, p)) aufgerufen werdenddnen.
Das alles sieht viel komplizierter aus, als es ist. @hst einmal halten wir fest, daf dig,
durch die Hauptquantenzahl
n=1,23,... (215)

und fir jedesn durch die Drehimpulsquantenzahl

1=0,1,.n—1 (216)
charakterisiert werden. Die zu einepdting

Unm = RngYim (217)
gelorigen Energie-Eigenwerte des Hamilton-Operators lauten

ZQ
W, = — By (218)

n2

6Angegeben wird hier die potentielle Energie.
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Damit ist (203) beweiesen. Die Eigenwerte h”angen nur von der HauptquantenaghlZu
jedemn gibt also es wegen deraglichen Werte vor undm

n—1

» @+1)=n’ (219)

=0

Eigenzusthde mit gleichem Wert voi/,,. Diese sog.,Entartung” ist tir m» unmittelbar klar.
Bei reinen Zentrallaften ist keine Richtung ausgezeichnet, daher K&nnicht von der Quan-
tenzahlm abhéngen. Die Entartung ihist jedoch ein zudllige Eigenschaft des Coulombpo-
tentials. Sie gilt nurdif V' ~ 1/r, aber nicht &ir andere Zentralpotentiale.

Um zu verifizieren, dal3 (218) der richtige Eigenwert ist, formen wir (210) zur Differential-

gleichung
d’R  _dR ( p I+ 1))

O 9 R(2- L2
pdpzjL dp+ n? P

fur R(p) um. Mit MAPLE laf3t sich wieder einfach verifizieren, daf3 die Funktionen der Tabelle
3 diese Gleichung eufien.

(220)

Wir diskutieren nun die bSungen),, ; ,, noch etwas genauer. Mit den in (214) angegebenen
Vorfaktoren sind digk,,; entsprechend

/ | Ry |?r2dr =1 (221)

normiert und damit wird die richtige Normierung

/ PpdV = / Ry [2r2dr / Yi[2d2 = 1 (222)

sichergestellt. Die Definitionsgleichung (214) der radialen Funktionen sieht kompliziert aus.
Die Funktionen selbst werden aberr fdie niedrigsten Werte von und ! recht einfach. Sie
sind in Tabelle 3 zusammengestellt. In Abb. 42 sind zwei in &lgigkeit vonp graphisch
dargestellt. Alle Funktionen mit=£ 0 verschwinden bet = 0.

R270 R2 1

b]
1 T T T T 0.25

02 R - S ]
0B b e [ A
(5T S S T e e~

0.05 p-f----------- R RESSE ILRREEEREEEEE ESNG R

Abbildung 42: Die normierten Radialfunktionen R, , und R, ; as Funktion von p.
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Rn,l(p)/N
2e=°P
(1/V2)(1 = p/2)e /2
(1/v/24)pe )
(2/v27) (1= 3p+ Fp) e*P®
(4v2/(27V3))p(1 — p/6)e="/*
(V8/V5-273) e/

(1/4) (L= Gp+ 50" — 1550°) e

AW WWNN PR3
ONBRPROFROO|~

Tabelle 3: Tabelle der radialen Funktion im Coulombpotenial.

Die Wahrscheinlichkeit ein Elektron zwischen r und r +dr anzutreffenist mit dP = ¢ *ydV
nach Integration tber die Winkel durch

dP = 1*| R, |*dr (223)
gegeben. Mit der Variablen p wird daraus
dp 1

o 2 2

2, = o 1 (224)
Besonders wichtig ist natirlich die Eigenfunktion des Grundzustandes des Wasserstoff-

atoms. Die differentielle Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet

dP
—— =4p’e™ .
dp pe

Sieist in Abb. 43 dargestellt. Sie verschwindet am Kernort (p = 0) und hat ein Maximum bei
p = 1, wie man durch Differenzieren sofort sieht. Das Elektron im Wasserstoffatom iat also
am haufigsten beim Bohrschen Radius ap zu finden. Fur [ # 0 hangen die Dichteverteilungen
auch von © und ¢ ab. Esist interessant, diese Verteilungen numerisch zu studieren. Dies geht
besonders anschaulich, wenn man dreidimensionale Grafiken mit einer Punktdichte proportio-
nal zu |¢|* erzeugt. In Abb. 44 ist dies fur ¢, ; o durchgefuhrt. Auf der Webseite der Vorlesung
findet sich eine MAPLE-Routine, mit der man diese Grafiken erzeugen kann. Interessant ist
dabei auch das mathematische Verfahren, die sog. Monte-Carlo-Methode.

(225)

Die gemessenen Freguenzen (204) der Spekitrallinien werden sehr genau durch die Theorie
beschrieben, wenn man noch beriicksichtigt, daf3 es sich wegen der endlichen Masse des Protons
eigentlich nicht um ein Potentialproblem handelt. Auch in der Schrodinger-Theorie besteht
die Korrektur auf die Mitbewegung des Kerns im Ersetzen der Elektronenmasse m durch die

reduzierte Masse
mMK

Fur Wasserstoff wird die Korrektur am grofiten und betragt dort offenbar ~ (1 — 1/1836). Erst

wenn man das Spektrum mit einer Genauigkeit von > 10° untersucht, treten Abweichungen
von der hier besprochenen Theorie auf, die wir im Abschnitt 4.4 behandeln werden.

(226)
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Abbildung 43: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Elektrons im Grundzustand des H-
Atoms, bzw. eines Z-fach geladenen lons mit einem Elektron.o = r/a .

Abbildung 44: Die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢/|* des Elektrons im Zustand 51, des H-
Atoms Die Skala der Achsen ist in Einheiten des Bohrschen Radius angegeben.

Die theoretische Behandlung der Strahlungsprozesse (Wahrscheinlichkeit, Form der Spek-
trallinien) geht Uber die Schrodinger-Theorie hinaus, da diese nur Einteilchen-Zustande disku-
tiert. Dieses Problem wird eigentlich erst in der Quantenel ektrodynamik gelost. Trotzdem kann
es auch in der nichtrelativistischen Quantenmechanik naherungsweise behandelt werden. Wir
werden darauf in Kap. 6 zuriickkommen.
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